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Ecuatiile diferentiale ordinare (sau ecuatiile diferentiale care
contin ca necunoscute functii care depind de o singura
variabild independentd) se fintalnesc in mod curent in
descrierea fenomenelor din natura.

Functiile necunoscute pot fi viteze, temperaturi, densitati, sarcini
electrice, etc.

Variabila independenta este Tn multe cazuri timpul, cand se
descriu fenomene evolutive, sau o coordonata spatiala, cand
se descriu fenomene unidimensionale.

in ecuatiile diferentiale apar derivatele de diverse ordine ale
functiilor necunoscute. Ordinul cel mai mare al derivatei
functiei necunoscute da ordinul ecuatiei diferentiale.

Ec

Daca avem un sistem de ecuatii diferentiale (adica mai multe
ecuatii care contin mai multe functii necunoscute, In numar
egal cu numarul ecuatiilor diferentiale), ordinul sistemului este
egal cu suma ordinelor ecuatiilor diferentiale care il formeaza.

In general, ecuatia diferentiala nu determina complet functia
necunoscutd. Pentru a determina complet solutia, este
necesar ca, odata cu ecuatia sa se impuna un numar de
conditii suplimentare egal cu ordinul ecuatiei diferentiale
(problema Cauchy).

Trebuie spus ca, rezolvarea ecuatiilor de ordin mai mare ca unu

se poate reduce la rezolvarea unor sisteme formate numai din
ecuatii diferentiale de ordinul intai.




Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matematician francez, considerat
parintele analizei moderne. A fundamentat solid analiza pe baza
conceptului riguros de limitd. Este de asemenea creatorul analizei
complexe, in care ,,formula lui Cauchy” ocupa un loc central. Numele
sau este legat si de contributii de pionierat in domeniul ecuatiilor
diferentiale si cu derivate partiale, in particular legate de problema
existentei si unicitatii. La fel ca in cazul multor mari matematicieni din
secolelele al XVIII si al XIX, lucrarile sale au tratat probleme din
geometrie, algebra, teoria numerelor, mecanicd, dar si fizica teoretica.

Ecu

Se considera o functie y = y(x), continua si derivabila pe intervalul
de definitie (sau cel putin pe intervalul pe care se cauta
solutia, de ex.: intervalul [a, b] ).

Ecuatia diferentiald de ordinul intai se scrie sub forma implicita:

@(xy,y’)=0, unde vy’ =dy/dx,
unde - x € [a, b] fiind variabila independenta.

Se presupune ca expresia @(x,y,y’) se poate explicita in raport cu
derivata de ordinul intdi y” obtinand forma explicita:

v =f(xy)

Functia f(x,y) se numeste functie pantd, deoarece in punctul de coordonate
(x,y) valoarea ei este egala cu valoarea derivatei intii a functiei y(x),
numeric egala cu panta tangentei la grafic in acest punct.




Ec

Pentru a determina complet solutia se da conditia suplimentara:
X=Xy Y=Yy X € [0, by, €[c,d],
unde de obicei x, = a sau x, = b.

Se face distinctie intre metode de aproximare analitice si metode discrete (metode
cu pasi separati) .

n cadrul primei categorii se incearca si se giseascd aproximatii ale solutiei exacte,
valabile pentru orice x € [a, b]. Acestea de obicei au forma unei dezvoltari intr-
o serie trunchiata, fie dupa puterile lui x, fie in polinoame Cebaseyv, fie intr-un
alt sistem de functii de baza.

n cazul metodelor discrete, se incearcd s& se gdseascd aproximatii u,, ale lui y(x,)
pe o grild de puncte x,, € [a, b]. Abscisele x, pot fi predeterminate (de exemplu
puncte echidistante pe [a, b]), sau mai convenabil sunt generate dinamic ca
parte a procesului de integrare. O metoda cu pasi separati (sau metodd pas cu
pas) este o metodd care determina valoarea functiei la pasul m+1 folosind
numai valori de la pasul m.

|

Cea mai simpla metoda pas cu pas este metoda Euler de ordinul
intdi. Euler a propus metoda sa in 1768, la inceputul istoriei
calculului diferential si integral. Ea consta pur si simplu in a
urma panta in punctul generic (x,y) pe un interval de lungime h.

Se considera intervalul [a,b], unde a=x, si impartim acest interval
in n parti egale cu nodurile a = x,<x; <x,<..<x,=b

b —a
n

Atunci x; = x, + h, iar pentru y’ vom folosi urmatoarea formula de
derivare numerica (dezvoltata in serie Taylor):

oY1 — Yo Y1 — Yo
€T — Ip a h

Fie: h =

~




Leonhard Euler (1707-1783), matematician elvetian, a urmat cursurile
lui Jakob Bernoulli la Universitea din Basel, luand si lectii particulare
de la Johann Bernoulli. Dupa ce la 20 de ani nu a reusit sa obtind o
catedra de fizica la Basel, a emigrat la Sankt Petersburg; mai tarziu

s-a mutat la Berlin si apoi din nou la Sankt Petersburg. Indiscutabil,
Euler a fost cel mai prolific matematician al secolului al XVIlI-lea,
lucrand in aproape toate ramurile calculului diferential si integral si
fiind unul dintre fondatorii calculului variational. A elaborat lucrari de
pionierat in stiintele aplicate: hidrodinamicd, mecanica materialelor
deformabile si solidului rigid, optica, astronomie.

Din egalitatea y’(x,) = f(x,y,) obtinem:
y1=yo+ - f(xo, v
Aici valoarea y; va fi o valoare aproximativa pentru curba
teoretica a ecuatiei diferentiale de ordinul unu in punctul x,,
adicay; = y(x,).
n general stiind punctul (x,, y,) urmatorul punct se obtine prin
formulele  x,,=x,+h Si V1 =Y+ hfxe Vi)

Prin urmare pentru a rezolva numeric problema Cauchy trebuie
sa Intocmim tabelul:

xr ‘.’L‘D T Ty

y(ﬂs)‘yo Y oo Un




X, x; x, X, x,

Metoda lui Euler — solutia exacta (linie continuad)
si solutia aproximativa (linie punctata).

Algoritm metoda Euler

Datele de intrare: a;b;n; f; yo;

b—a

Fie I =

2 [0] := a: y[0] :== vo:
Pentru 2 = 0.n — 1 executa
xli + 1] == xfi] + h:

yli + 1] =l + b f (i) i)
Tipéreste x;y; (adicd z[i] si y[:] pentru i =0, n).




d
Exemplu: oy
dx
F(x,y) = [f « & y
f
ME(a,b,y0,n) = Xy < a
Yo € yo /
h « b-a
n

for ie 0.n -1

X .« X+h
i+ 1 i

Yip1 € ¥t h'F("l’yi)

y —

ME(1,4,0,6)T=(0 1.359 428 10.114 21.262 41.936 79.461)

d
—y=1+x2
dx

0 .2 .4 .6 .8 1

T 0 02 0.4 0.6 0.8 1
ME (a.b,y0 ,n) ME" (0,1,2,5)" =
2 22 2408 264 2912 324




Aceasta clasa de metode reprezinta una dintre cele mai folosite
in abordarea numerica a ecuatiilor diferentiale, imbinand
numarul relativ redus de operatii elementare cu acuratetea
rezultatelor.

Metoda Runge-Kutta de ordinul Il consta Tn gasirea constantelor
a, b, «, fastfel incat expresia:
yn+1:yn+ak1+bk2

cu: k1=hf(xnayn)’
ky=hf(x,+ah,y, +Bk,).

sa se apropie de dezvoltarea in serie Taylor pentru cat mai multi
termeni posibili.

Carle David Tolme Runge (1856-1927),
matematician german, membru

al scolii matematice de la Gotingen si unul
dintre pionierii matematicii numerice. Este
cunoscut pentru metodele Runge-Kutta din
domeniul rezolvarii numerice a ecuatiilor
diferentiale ordinare, ale cdror idei de baza i
se datoreazad. A avut contributii notabile si in
domeniul aproximarilor in planul complex.

Wilhelm Martin Kutta (1867-1944),
matematician german, cu preocupariin
domeniul matematicilor aplicate.
Cunoscut pentru lucrarile sale in
domeniul rezolvarii numerice a
ecuatiilor diferentiale ordinare, a avut si
contributii la aplicarea transformarilor
conforme la probleme de hidro si
aerodinamica (formula Kutta-Jukovski).




Meritul principal al acestei clase de metode rezida deci in aceea
ca se apropie de acuratetea unei dezvoltari in serie Taylor fara
insa a fi nevoie sa se calculeze si derivatele de ordin superior.

Se poate constata ca metoda Euler este de fapt o procedura
Runge-Kutta de ordinul I.

O acuratete mare are Metoda Runge-Kutta de ordinul IV, care
utilizeaza derivate calculate la capete si la jumatatea pasului.
Aceasta are forma:

y,.= yn+%(k1+2k2+2k3+k4 )

L W R I I C R SR SR CRVR TS

Algoritmul metoda Runge-Kutta

Datele de intrare: a; b;n; f; yo;

67
L. 2[0] = a; y[0] == s

Fie h :=
n

Pentru i = 0, n — 1 executa
zli + 1] := x[i] + h;
Ky = h = f(x[i], y[i]);
h K
Ko i=hxf (I[i] +5ould+ 71) ;

Kiy:=h=f (r[z] + g,y[z’] + %) i

Ky = hos f@ll] + b, yli] + Ka);

yli+1] = yli] + % (K + 2% Ko+ 2% Ky + Ky);
Tipéreste x; y;




MRC2(a,b,y0,n) =

Exemplu:

X< a

for ie0.n—-1
X ;< x+h
i+ 1 i

Kl « th(xl,yi)

K2 « h~F(x‘ +hyy + Kl)

1
i €%t E-(Kl + K2)

F(xy) = |[fe e +y
£

MRC2(1,4,0,6)7 = (0 2.14 7.005 17.2 37.539 76812 150.888)

dy

MRC4(a,b,y0,n) :=

MRC4(1,4,0,6)"

X
e +y

for ie0.n~-1

X < x+h
i+ 1 i

Kl « h-F(xl,yi)
K2 « h-F(x + h,y, + E)
27t 2

h KZ)
X+ =Y.+ —
[T )

K4 « h-F(x +hy + K3)

K3 « h-F|

i

y

1
w1 Yt Ez(Kl +2:K2 + 2:K3 + K4)

y
=(0 2239 7.383 18.258 40.133 82.704 163.613)




